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NATURE OF INFINITE SERIES

An Infinite Series

a a   +   a   +   a   +  . . . + a   + . . .   Ʃ
n=1

n = 1  2 3 n

∞

consists of two sequences:

a term sequence: ∞
{a }n

n=1 1 2 3 na ,   a  ,   a  , ...      ,a , ...

a partial sum sequence:

{s } = a  , a + a  , a  + a  + a  , ...
∞

n 1
n=1

1 2 1 2 3

s1 s2 s3

s  = a  +  a  + a  + . . . + a  
n 1 2 3 n

Examples (Infinite Series)

Ʃ
n=1

∞
n = 1 + 2 +3 + 4 + . . . + n + . . .

{ n }
n = 1

∞
terms:  1, 2, 3, 4, . . . ,n, . . .        

partial sums: 1, 1 + 2, 1 + 2 + 3, . . . n(n+1)/2 . . .   {n(n+1)/2 }
n=1

∞

Ʃ
n = 0

∞
 (         )1______

2 n
= 1 +  1/2 + 1/4 +1/8 + . . .  1/2n  + . . .

terms:  1, 1/2, 1/4, 1/8, . . . 1/2n, . . . {     }1/2n
∞

partial sums: 1, 3/2,  7/4,  15/8,  . . .  2n+1___­ 1
2n

, . . .  { 2 ­ 1/2n               }

n = 0

n = 0

∞



2

{Sn}=1/2,1/3,1/4,1/5,...

Determine the first four terms of 
the series having these partial 
sums.

GEOMETRIC SERIES

Zeno of Elea (490 ­ 435 B.C.)

Zeno's Racecourse Paradox

Geometric Series:  Ʃ
n=0

∞
axn a + ax + ax2 + ax3 + . . . + axn + . . .=

Sum of first n terms:  sn = a + ax + ax2 + ax
3  + . . . axn

= 
a(1 ­ xn)

1 ­ x

 (first term) ( 1 ­ (common ratio)(number of terms))

1 ­ (common ratio)
= 

Sum of series (if   common ratio   < 1 ):

                S  =   
a
1 ­ x

= 
first term

1 ­ (common ratio)

Memorize this in Words!!!
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Sn=a1 + a2 + a3 + a4 +...+ an

rSn=ra1 + ra2 + ra3 + ra4 +...+ ran

so...

Sn-rSn=

Proof of Geometric Sums

Now what if abs(r)<1 and n-->∞?

so...

Sn=

Write the following series in sigma (closed) 
form. Then find their sums, if they exist:

a) 5+10+20+40+80+...

b) 4+7+10+13+16+...

c) 48+24+12+6+3+...

d) 10+1+0.1+0.01+0.001+...
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Practice (find the sum if it exists):

(1) Ʃ
n=0

1
10

n( )
∞

∞
(2) Ʃ

n=0

5
4

­( )1
n

(3) Ʃ
n=1

∞ 3

10n

(4)

Ʃ(5)
n=1

∞ 2n­1

3n

What is 0.99999..... ?

What about 0.373737... ?

Convergence/Divergence of a Sequence

A sequence {an} converges 

if and only if its terms get closer and 
closer to some real number L (limit),
as n  ∞

(otherwise, that is, if the terms do not 
settle down around some fixed real 
number L, the sequence diverges)

Formally stated:

lim an = L   means L is a real number, 
n     ∞

and for any ε > 0 there is a cutoff real number 
N such that if n > N,    an ­ L < ε
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Converge or Diverge?

                   ∞ 
{3n/(n+2)}
                   n=1

.......
          ∞
{ 1/n }
          n=1

.......

           ∞              
{ (­1)n }
          n=0

.......

             ∞        
{ tan­1 n }
            n=1

.......
                                        ∞
{(2n2 + 5n ­7)/(5n2 + 3n +4)}
                                                        n=1

.......

{ n 
∞   
}
n=1

.......

Convergence of a Series

A Series 

 
Ʃ 
n=1

∞
= a1 + a2 + a3 + . . . an + . . .  Converges

if and only if its sequence of partial sums converges

an

                    ∞  

If a series   Ʃ an
                                      n=1

CONVERGES, then lim sn = S (a number),
                                                          n    ∞

and we call the number S that 
the series converges to the
"sum of the series"

                 ∞
If a series Ʃ an  does NOT converge (i.e. lim sn  fails to exist)
                  n=1                                                  n     ∞
then we say the series  DIVERGES
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Ʃ 

∞

n=0

1 converges to 2

Examples of Series Convergence

Ʃ
k=1

∞
k diverges

Ʃ 

∞

n=0

(­1)n diverges           WHY?

(2n)
slide box

slide box

slide box
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